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【摘要】　基于超流流体力学方程组和标度理论,数值研究了 BardeenＧCooperＧSchrieffer(BCS)ＧBoseＧEinsteinConＧ

densate(BEC)渡越过程中超流费米气体在线性减小谐振子势下的集体激发．详细研究了包括谐振子势频率线性减

小的速度,减小到的幅度以及势阱各向异性参数对集体激发的影响．通过频谱分析和数据拟合,分别研究了各向同

性势和各向异性势下在零振幅极限激发下所对应的模式,且数值计算得到的频率值在整个 BCSＧBEC渡越过程中

与前期的理论结果符合得很好．该工作可以为后面超流费米气体集体激发的实验提供有益的理论参考．
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【Abstract】　Basedonthesuperfluidhydrodynamicequationsandscalingtheory,wenumericallystudythecollective

excitationsofsuperfluidFermigasesinthecrossoverfromBardeenＧCooperＧSchrieffer(BCS)superfluidtotheBoseＧ

EinsteinCondensate(BEC)ofmoleculesinalinearlyrampedtrap．Theeffectsofcontrollableparameters,including
thevelocityandamplitudeofthelinearlyrampedtrap,andtheanisotropyofthetrapontheexcitationsarestudied

indetail．Throughthespectralanalysisanddatafitting,thefrequenciesofthecollectivemodesinthezeroＧamplitude

limitinducedbythelinearlyrampedisotropicandanisotropictrapsalongtheBCSＧBECcrossoverarepresented,

respectively,whichareinagreementwiththeoreticalresultspreviouslyobtained．Ourworkmayprovideareference
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toexperimentsoncollectiveexcitationsinthefuture．
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１　引　　言

集体激发对于研究多体系统中的相互作用效应

是一个非常重要,也是一个直接的手段[１Ｇ２],因为实

验相对容易精确测量．自从在冷原子中实现玻色Ｇ爱

因斯坦凝聚以及BardeenＧCooperＧSchrieffer(BCS)Ｇ
BoseＧEinsteinCondensate(BEC)渡越过程中的超

流费米气体,世界上很多实验小组都对其展开了大

量集体激发方面的研究[３Ｇ９]．为了得到集体激发模

式,实验上采用突然增大[３,５]谐振子势阱的频率或

关掉[６]谐振子势,然后保持一段时间后再恢复到原

值;或是正弦改变磁场来转动势阱[４]．为了激发高

阶的集体模式,可以利用共振系统在相应的模式节

点位置对准激发[９]．
２０１８年１月,华东师范大学武海斌实验小组在

幺正费米气体绝热捷径的研究[１０Ｇ１１]中,提出精确地

调控谐振子势阱频率[１０Ｇ１２],观测在一个线性减小谐

振子势中费米气体的演化,发现气体的平均半径来

回振荡,从而诱导强相互作用费米气体中的集体激

发,并通过测量气体平均半径来确定激发模式的

频率．
本文将基于超流流体力学方程组和标度理论数

值研究BCSＧBEC渡越过程中超流费米气体在线性

减小的谐振子势中的集体激发,讨论了线性减小势

中两个可调参数tf 和bf 对集体激发的影响,其中参

数tf 是指谐振子势频率线性减小到初始频率１/b２
f

经过的时间.通过研究各向同性和各向异性势阱,
讨论了谐振子势各向异性参数对激发模式的影响．
数值结果表明,对于各向同性情况,随着tf 越来越

大,体系越趋于缓慢变化,超流费米气体的激发为单

模激发．而对于各向异性情况,通过频谱分析发现,
随着各向异性参数越来越偏离１,也就是气体越趋

向于一维或两维系统,在长轴方向的激发是单模的

慢变振荡,而在短轴方向是双模混合振荡,一个模式

是与长轴相同频率的慢变振荡但振荡相位相反,另
一个是快变振荡．这些模式的频率会随着bf 变大而

越来越小,通过拟合在bf ＝１最小极限下的数据,发
现最低频率所对应的模式,模式频率在 BCSＧBEC
过程中的数值结果和过去文献中的解析结果符合得

很好．该结果不仅对今后集体激发实验有参考价

值,所用的标度理论方法还适用于其他含时演化势

阱中超流费米气体演化．

２　理论模型

我们考虑两分量费米气体,当温度足够低,费米

子配对凝聚形成超流态．当两分量费米子间相互作

用是弱相互作用,形成BCS超流;当相互作用是排

斥相互作用,存在束缚态,形成分子的BEC;在幺正

极限形成标度不变的幺正费米超流．整个BCSＧBEC
渡越过程中超流费米气体的演化可以用超流流体力

学方程组描述[１３Ｇ１５]:

∂n
∂t＋ Ñ(nv→)＝０ (１a)

m∂v→

∂t＋ Ñ(１
２mv→２＋μ(n)＋Vext(r

→,t))＝０

(１b)

其中n(r→,t)原子数密度,则粒子总数为N＝∫n(r→,

t)dr→,v→(r→,t)是 超 流 速 度．Vext(r
→,t)＝

１
２m[ω２

⊥

(t)r２＋ω２
z(t)z２]是轴对称 (r２＝x２＋y２)的随时间

变化的谐振子势,m 是单个费米子质量．态方程

μ(n)描述整个BCSＧBEC过程中费米子间的相互作

用[１６]．根据 GibbsＧDuhem 关系和局域密度近似,态

方程表示为μ(n)＝∂[nε(n)]/∂n ,其中ε(n)是无

外势 下 单 个 粒 子 的 能 量．引 入 关 系 式 ε(n)＝
３
５Efσ(η),其中Ef ＝ћ２k２

f/(２m)是费米能量,则

态 方 程 可 以 表 示 为 μ(n) ＝ Ef[σ(η) －
(η/５)∂σ(η)/∂η]．引入无量纲相互作用参数η ≡
１/(kfaf)可以刻画不同的超流区域:BCS区域 (η
≤－１),BEC区域 (η ≥１),BCSＧBEC渡越过程

(－１＜η＜１)．特别地,当粒子间散射长度发散,气
体处于幺正极限 (η＝０)．为了后面解析求解方便,
我们对态方程进一步采用多方近似[１７]

μ(n)＝μ０ (n
n０

)
γ

(２a)

γ ≡γ(η)＝
n
μ

∂μ
∂n

＝

２
３σ

(η)－
２η
５σ′(η)＋η２

１５σ″
(η)

σ(η)－η
５σ′

(η)
(２b)

其中γ 为多方参数．在BEC极限γ＝１,在BCS极

限和幺正极限γ＝
２
３ ．μ０ 和n０ 分别表示参考化学势
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和粒子数密度[１７]．迄今还没有一个完整的理论可以

给出整个渡越过程中σ(η)解析表达式,为了让结

果更接近实验结果,我们采用基于法国 ENS小组

的实验数据[１８]拟合出来的解析式[１９]．
为了研究气体在谐振子势中的演化,我们利用

标度理论．对于粒子数密度分布采用如下的标度

形式[２０,２１]:

n(r→,t)＝
１

bx(t)by(t)bz(t)n
０(x
bx(t),

y
by(t),

z
bz(t)),

(３)
其中n０ 是平衡态时粒子数密度的分布．从(３)式中

我们可以看到粒子数密度n(r→,t)随时间的变化包

含到了标度参数中bi(t),i＝x,y,z．为了满足连

续性方程(１a),超流速度在i 方向上分量为vi ＝
(ri/bi)(dbi/dt)．将粒子数密度和超流速度的标度

形式代入方程(１b),可以得到标度参数满足的耦合

微分方程组,在轴对称坐标下的形式为[２２]:

d２b⊥ (t)
dt２ ＋b⊥ (t)ω２

⊥ (t)－
ω２

⊥ (０)
b２γ＋１

⊥ (t)bz
γ(t)＝０

(４a)

d２bz(t)
dt２ ＋bz(t)ω２

z(t)－
ω２

z(０)
b２γ

⊥ (t)bγ＋１
z (t)＝０

(４b)
其中ω⊥ (０)＝ω⊥０ 和ωz(０)＝ωz０ 分别表示在径向

和纵向谐振子势在初始时候t＝０的频率,ω⊥ (t)
和ωz(t)表示t＞０的频率．

我们考虑超流费米气体在一个线性减小的谐振

子势阱中的演化,频率在i＝⊥,z 方向上随时间的

表达为[１０,１１]:

ωi(t)＝

(１－b２
f)ωi(０)

b２
ftf

t＋ωi(０),０≤t≤tf

ωi(０)/b２
f,t＞tf

ì

î

í

ïï

ïï

(５)
其中,tf 是势阱减小的时间,bf 是势阱减小的振

幅,即势阱频率在tf 时间内从初始值ωi(０)线性减

小到ωi(０)/b２
f(i＝⊥,z),并在此后保持不变,该

过程如图１所示．
为了研究超流费米气体在该线性变化势下的演

化,我们数值求解标度参量方程组(４),则气体在势

阱中随时间振荡的平均半径 ＜Ri(t)＞＝１/N∫dr→

n(r→,t)ri,(i＝z,⊥)与初始时刻平均半径 ＜
Ri(０)＞ 的 比 值 可 以 由 标 度 参 量 ＜ Ri(t)＞＝

图１　径向和纵向谐振子势阱频率随时间线性减小

其中tf 和bf 是控制势阱变化的两个可调参数．

bi(t)＜Ri(０)＞ 得到.

３　数值结果与讨论

３．１　各向同性势阱

我们首先讨论各向同性势的情况,即各个方向

频率一致ω⊥ (t)＝ωz(t)＝ω(t),初始频率为ω(０)

＝ω０．各向同性下标度方程由于b⊥ (t)＝bz(t)＝
b(t)约化为一个常微分方程．图２(a)给出幺正极限

下(η＝０,γ＝
２
３

),不同ω０tf ＝２和１００以及bf ＝３

下费米气体平均半径 ‹R(t)›＝b‹R０›随时间的变

化,其中 ‹R０›＝‹R(０)›为初始时刻气体的半径．图

２(a)虚线是数值结果,实线为拟合的正弦函数．对

比各自拟合的正弦函数,我们可以发现随着tf 越

来越大,线性减小势阱下费米超流的半径变化越来

越接近拟合的正弦函数,也越接近单模激发,这是因

为tf 越大越接近缓慢变化．图２(b)我们研究了在

ω０tf ＝１００足够大,超流体单模激发与bf 间的关系．
从图中可以发现随着bf 增大,也就是说势阱减小

的越厉害,振荡的周期和振幅都随着变大．图３(a)
中我们将振荡的周期ω０T (T＝２π/ω)随bf 变化画

出,其中正方形表示幺正极限下的数值结果,虚线为

拟合曲线,可以发现振荡周期与bf 呈二次增长,拟
合曲线与纵坐标的交点就是bf ＝１极限下,也就是

无穷小激发模式的周期．
我们还研究了不同超流区域的情况,其中圆形

表示BCS区域(η＝－０．５,γ＝０．５９),三角形表示

BEC极限(γ＝１)．和在幺正极限下一样,激发模式

周期与bf 都是呈二次函数关系．我们将极限值bf＝
１下费米气体振荡角频率ω/ω０ 在不同超流区域在

图３(b)中画出,实心圆是我们的数值结果,实线是

２３
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各向同性超流费米气体呼吸模式的频率[２３]ω＝ω０

３γ＋２ ,可以发现我们的数值结果和理论结果符

合得很好．我们可以得到这样的结论:当tf 很大时,

在线性变化势中,无穷小激发下对应的就是呼吸

模式．

图２　(a)各向同性超流费米气体在幺正极限(η＝０,γ＝
２
３

)下,平均半径在线性变化势中随时间的变化,实线是正弦拟合函数;

(b)ω０tf＝１００下,超流费米气体在幺正极限下平均半径对于不同bf 随时间的变化

图３　(a)各向同性超流费米气体在势阱变化很缓慢下,ω０tf＝１００,振荡周期ω０T 随bf 的变化,其中虚线是拟合的二次函数;

(b)bf＝１极限下费米气体振荡频率随γ的变化,其中实线为各向同性超流费米呼吸模频率的理论值ω/ω０＝ ３γ＋２．

图４　各向异性参数ω⊥０/ωz０接近１情况下,幺正超流费米气体纵向和径向平均半径随时间的变化

其中ωz０tf＝１００,bf＝３．(a)雪茄型ω⊥０/ωz０＝１．２;(b)盘型ω⊥０/ωz０＝０．８．

３．２　各向异性势阱

接下来我们讨论轴对称各向异性势阱(即各向

异性参数ω⊥０/ωz０ ≠１)中超流费米气体的集体振

荡,并重点讨论势阱缓慢变化(即ωz０tf＝１００)下．图

４(a)和４(b)分别给出在雪茄型ω⊥０/ωz０ ＝１．２和盘

型ω⊥０/ωz０ ＝０．８费米气体在幺正极限下径向⊥和

纵向z平均半径随时间的变化,其中bf ＝３．从图中

我们可以发现,不同于各向同性的情况 (见图 ２
(b)),即使将设置tf 非常大时,超流费米气体在径

向和纵向半径随时间的变化都不是单个正弦变化,
而是很多模式的混合,后面我们可以发现这是因为

各向异性参数ω⊥０/ωz０ 接近１,径向和纵向模式有

３３
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很强的耦合．
进一步我们研究费米气体在各向异性参数远离

１时的情况,当ω⊥０/ωz０ ≫１雪茄型费米气体会接近

一维系统,而当ω⊥０/ωz０ ≪１盘型接近为二维系统．
图５(a)和５(b)分别给出超流费米气体在幺正极限

下ω⊥０/ωz０＝１０和ω⊥０/ωz０＝０．１下径向和轴向半径

随时间的变化;从图中我们可以发现当各向异性参

数远离１时,费米气体的振荡在长轴方向,也就是说

对于雪茄型图５(a)是纵向,而盘型图５(b)是径向,
气体的振荡是慢变量,且为单模正弦函数．而在短

轴方向,是双模振荡混合,不仅包括一个快振荡的模

式,还包括一个与长轴方向的振荡相位相反,频率相

同的慢振荡模式．

图５　各向异性参数ω⊥０/ωz０远离１情况下,幺正费米气体纵向和径向平均半径随时间的变化

其中ωz０tf＝１００,bf＝３．(a)细长极限ω⊥０/ωz０＝１０．(b)扁平极限ω⊥０/ωz０＝０．１．

图６　雪茄型超流费米气体在幺正极限下纵向振荡(a)、(b)、(c)和径向振荡(d)、(e)、(f)的频谱分析

　　为了研究各向异性参数是如何影响激发模式,
我们对不同参数下激发的振荡做频谱分析．图６给

出的是雪茄型ω⊥０/ωz０ ＞１,bf ＝３,ωz０tf ＝１０００情

况,其中(a),(b),(c)对应的是纵向振荡频谱,(d),
(e),(f)对应的是径向振荡频谱．从图中我们可以发

现,无论是纵向还是径向都包含两个激发模式,且两

个方向上的模式频率相同．对于纵向激发,图６(a)对
应的是频率小的模式,图６(b)(c)对应的是频率大

的模式．可以发现随着各向异性参数从ω⊥０/ωz０ ＝
１．５增大到３０,图６(a)模式的频率越来越大,直到各

向异性参数很大,频率趋向一个极限值．而对于频率

大的模式,图６(b)同样显示频率会随着各向异性参

数越来越大．值得注意的是当各向异性参数非常大,
该模式会消失,见图６(c)．对于径向激发,图６(d)显
示的是频率小的模式,图６(e)(f)对应是频率大的模

式．同样随着各向异性参数增大模式的频率越来越

４３

LowTemperaturePhysicalLetters



大,频率小的模式的频率会趋于一个极值 (图 ６
(d)),而频率大模式(图６(e)(f))的频率会越来越大

且该模式会一直存在,这不同于纵向的激发．以上的

分析可以用来解释图５的数值结果,即在纵轴方向

是单模激发,而横轴方向是双模混合．
图７ 我们给出各向异性参数ω⊥０/ωz０ ＜ １、

ωz０tf ＝１００００、bf ＝３情况下的频谱分析．和图６的

情况一致,同样无论纵向还是径向的激发都包含两

个模式,且纵向和径向的两个模式的频率一样．随着

各向异性参数的增大,频率越来越大,且频率相差

的间隔越来越小．从峰的振幅我们可以看出模式之

间是如何耦合和转换的．对于纵向振荡(图７(a)和
(b)),随着各向异性参数越来越大,两个激发模式

的峰振幅越来越小;对于径向振荡(图７(c)和(d)),
其中一个模式的峰振幅越来越小,而另外一个模式

的峰越来越大,从而导致当各向异性参数足够小时,
另外一个模式消失．我们可以发现当ω⊥０/ωz０ ≪１体

系趋向两维系统,纵向振荡趋于一个值 (见图 ７
(b)),而径向振荡其中一个模式消失(见图７(d))．
这样的结果和图５(b)的数值结果是一致的．

图７　盘型超流费米气体在幺正极限下平均半径振荡的频谱分析,其中(a)和(b)对应纵向方向,(c)和(d)对应径向方向

　　从频谱分析中我们可以发现,对于图５(a)情况

纵向单模振荡的频率对应的就是图６(a)中重合峰

的频率,而横向振荡的两个模式的频率其中一个峰

的位置和纵向单模一致,代表包络变化的频率,见图

６(d),另外一个模式的频率较大,是快振荡的频率．
同理,对于图７我们也可以记录这样相应的两个频

率．我们分别研究了这两个频率与bf 的关系,仍然

是满足二次函数的关系,并且如图３(b)那样拟合出

bf ＝１的极限值．
最后,我们给出了超流费米气体当各向异性参

数ω⊥０/ωz０＝２０和ω⊥０/ωz０＝０．２下快振荡和慢振荡

在bf ＝１极限下角频率在整个BCSＧBEC的数值结

果．图８(a)实线给出的是雪茄型超流费米气体在长

条极限下ω⊥０/ωz０ ≫１低阶单极子模频率ω＝ωz０

(３γ＋２)/(γ＋１)的理论值[２４,２５],该模式对应的

是纵向和径向反相振荡．图８(b)给出的是高阶单子

模的理论值ω＝ω⊥０ ２γ＋２[２４,２５],该模式对应的是

纵向和径向同相位振荡．图８(c)实线给出的扁盘极

限ω⊥０/ωz０ ≪１下,高阶单极子呼吸模的理论值ω＝

ωz０ γ＋２ [２４,２５],图８(d)实线是低阶单极子模频率

的理论值[２４,２５]ω＝ω⊥０ (６γ＋４)/(γ＋２)．可以发

现我们的数值结果和理论符合得很好,从而得到这

样的结论:对于线性变化势阱中的各向异性超流费

米气体,在变化很缓慢和无限小激发下,雪茄型在各

向异性参数很大时,纵轴方向激发低阶单极子模,而
在径向激发的是低阶单极子模和高阶单极子模的混

合;盘型在各向异性参数很小时,径向方向激发的是

高阶单极子模,而在纵轴方向是高阶单极子和低阶

单极子模的混合．
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图８　各向异性超流费米气体在势阱变化非常缓慢和无穷小下激发模式在整个BCSＧBEC渡越过程中的角频率

其中实线对应在长条极限下(a)低阶单极子模,(b)高阶单极子模;盘型极限下(c)高阶单极子模和(d)低阶单极子模理论值．

４　结　　论

本文基于超流流体力学方程组和标度理论,数
值研究了当谐振子势线性减小下,BCSＧBEC渡越过

程中超流费米气体的集体激发．研究表明,当势阱

变化缓慢,即tf 足够大,各向同性超流费米气体激

发的是单模模式,且激发模的周期和振幅随bf 增大

而增大,并且周期与bf 呈二次关系,通过拟合函数

我们可以得到bf ＝１无穷小激发下的周期,发现在

这个极限下正是呼吸模;而对于各向异性,我们发现

在长轴方向激发的是单极子模,而短轴方向是高阶

和低阶单极子模的混合．该理论结果希望为后面超

流费米气体的集体激发实验提供有益的参考．
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