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随机边界对相对论气体玻色-爱因斯坦

凝聚临界温度的影响
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【摘要】 研究了随机边界对立方箱中相对论气体玻色-爱因斯坦凝聚临界温度的影响.在均匀分布、双模分布和高

斯分布情况下,分别计算了临界温度与固定箱中的气体临界温度的比值,发现随机边界降低了系统的临界温度.相
对于极端相对论情况,非相对论极限下的临界温度更低.
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【Abstract】 Inthispaper,theinfluenceoftherandomboundaryoncriticaltemperatureoftheBose-Einstein
condensationofrelativisticgasinacubicboxisstudied.Assumethattheboundaryoftheboxsatisfiestheuniform
distribution,doublemodedistributionandGaussiandistribution,respectively,theratioofthecriticaltemperature
tothatofthegasinthefixedboxiscalculated.Itisfoundthattherandomboundaryreducesthecriticaltemperature
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1 引  言

自然界中的全同粒子一般分为两类:费米子和

玻色子,它们的自旋量子数分别是半整数和整数.在
平衡态情况下,这两种系统中的粒子数满足不同的

统计分布.对于玻色子系统,同一个量子态上可以占

据任意个数的粒子.在系统处于平衡态时,温度越

低,低能级上的粒子数越多,当温度低于某一特定温

度时,玻色子在基态上大量聚集,这些粒子具有相同

波函数,这种宏观量子现象被称为玻色-爱因斯坦凝

聚(Bose-EinsteinCondensation,简称BEC),在零

温情况下,所有的玻色子都聚集在最低能量态.早在

1924年玻色和爱因斯坦就从理论上预言了这样一

种物质状态,BEC实际上是粒子在动量空间的凝

聚[1].理论预言70年后,1995年,第一次在实验室

里实现了BEC[2-4].随后,对BEC的理论研究和实验

研究都得到迅速发展[1].
近十多年来,考虑相对论效应的BEC现象同样

引起了人们的重视[5].相关研究早在二十世纪六十

年代就已经开始.1965年,Landsberg和 Dunning-
Davies研究了三维相对论理想玻色气体的凝聚温

度[6],Beckmann等将此工作加以推广,详细研究了

d维相对论玻色气体系统,讨论了非相对论极限和

极端相对论极限下BEC的临界温度.通过比较发现

在极端相对论极限下,二维系统就可以发生BEC现

象,这明显不同于非相对论情况(二维系统不会发生

BEC)[7,8].此外,在有相互作用玻色气体的研究方

面,1983年Dixit等研究了在特定能谱下相对论玻

色气体的热力学性质[9],2009年Witkowska等人用

经典场论的方法对有相互作用的相对论玻色气体进

行了研究[10].
以上的研究主要是在固定边界条件下进行的.

1999年Karbowski等对随机箱中理想玻色气体的

行为进行了研究,由于随机边界条件导致了系统中

的淬致无序,这种无序使BEC的有关性质发生了相

应改变[11].本文将对随机箱中的相对论玻色气体进

行研究,讨论这些淬致无序对BEC临界温度的影

响.本文研究了非相对论和极端相对论两种极限情

况,并考虑了三种不同的随机箱形式,探讨了随机箱

对临界温度的影响规律.

2 随机箱中玻色系统的BEC临界温度

考虑体积为V=L3
0立方箱子(刚性)中的N 个

质量为m 的理想玻色子系统,在平衡态情况下,玻
色气体的粒子数

N=∑
n
ρn=∑

n

1
eβ En-μ  -1

, (1)

其中,β=1/(kBT),kB为玻尔兹曼常数,T 为热力

学温度;En 为粒子能级,μ 为化学势.考虑到相对

论效应,每个玻色子的能量为[5]

En=
 

c22πћL  2+m2c4. (2)

  在非相对论和极端相对论极限情况下,

En=

2πnћ  2

2mL2 +mc2,kBT≪mc2,

(非相对论极限)

2πcnћ
L +

m2c3L
2πnћ

,kBT≫mc2.

(极端相对论极限)















(3)

其中c为光速,n为玻色子量子数.当发生BEC时,

μ→μc=mc2.当体积很大时,(1)式中的求和可以化

为积分,∑n →∫
∞

0
d3n,粒子数密度可表示为

ρ=
N
L3
0
=
1
L3
0∫
∞

0

d3n 1
eβ(En-μ)-1

. (4)

  现在,考虑箱子的尺寸随机变化的情形.根据突

变微扰理论,当箱子的体积扩大或缩小时,凝聚的粒

子将以有限的概率跃迁.在箱子的有效长度内,这种

不确定性被称为淬致无序,淬致无序将会使BEC的

临界温度发生改变[11].设箱子的长度满足分布

P(L),则系统的平均粒子数为

ρ=
1
L3
0∫
∞

0

P(L)dL∫
∞

0
d3n 1

eβc(En-mc2)-1




 




 ,(5)

其中,ρ=∫
∞

0
ρ(L)P(L)dL为ρ的平均值,L3

0为箱子

的平均体积.
下面,我们分别研究非相对论极限和极端相对

论极限情况下系统的凝聚温度.在非相对论极限下,
由(3),(4)和(5)可以看出

ρ=∫
∞

0

d3n 1
eβc 2πћn  2/2mL2  -1

, (6)

可得平均粒子数密度

ρ=
1
L3
0∫
∞

0

P(L)dL∫
∞

0

d3n 1
eβc 2πћn  2/2mL2  -1  .

(7)
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积分(6)和(7)式可得[12]

T1
c=TNR

c
L3
0

<L3>  
2/3
, (8)

这里 TNR
c 为非相对论情况下刚性系统的临界温度,

T1
c 为随机边界情况的临界温度.

类似的,在极端相对论极限下,

T2
c=TUR

c
L3
0

<L3>  
1/3
, (9)

这里 TUR
c 为极端相对论情况刚性系统的临界温度,

T2
c 为随机边界情况的临界温度.可以看出,随机箱

中相对论气体发生BEC的临界温度大小取决于箱

子边界的分布.

3 结果与讨论

作为几个特例,设箱子边长分别满足以下3种

分布 P k  
Δ L  (k=1,2,3):

均匀分布:

P 1  
Δ L  =

1
2Δ
,L0-Δ≤L≤L0+Δ;

0,L<L0-Δ,或L>L0+Δ; 
(10)

  双模分布:

P 2  
Δ L  =

1
2δL-L0+Δ  +

1
2δL-L0-Δ  ;

(11)

  高斯分布:

P 3  
Δ L  =

 2
 πΔ2 1+erf

L0
 πΔ  




 






e-
L-L0  2

2Δ2 .

(12)
其中,L0为箱子的平均长度,Δ 为箱子长度的波

动,3个分布函数均已归一化.
3.1 均匀分布

对于均匀分布(10),可以求得

<L3>=∫
L0+Δ

L0-Δ

L3P 1  
Δ L  dL=L3

01+
Δ2

L2
0  .

(13)
令ε=Δ/L0,由(8),(9)和(13)式可以得到

T1
c=TNR

c
1

1+ε2  2/3
(非相对论极限),(14)

T2
c=TUR

c
1

1+ε2  1/3
(极端相对论极限).(15)

  从以上2式可以看出,在均匀分布的情况下,无
论在非相对论极限还是在极端相对论极限下,随机

箱中相对论气体的BEC临界温度都低于刚性箱子

中的临界温度.
3.2 双模分布

根据双模分布(11)式,可以求得

<L3>=∫
L0+Δ

L0-Δ

L3P 2  
Δ L  dL=L3

01+
3Δ2

L2
0  ,

  将上式分别代入(14)式和(15)式得

T1
c=TNR

c
1

1+3ε2  2/3
(非相对论极限),(16)

T2
c=TUR

c
1

1+3ε2  1/3
(极端相对论极限).

(17)

  从以上两式可以看出,在双模分布的情况下,无
论在非相对论极限下还是在极端相对论极限下,随
机边界条件对BEC临界温度的影响与均匀分布时

类似.
3.3 高斯分布

在高斯分布情况下,积分式子(12)可得[13]

<L3>=∫
∞

0

L3P 3  
Δ L  dL=L3

01+
3Δ2

L2
0  

+
2L2

0Δ1+2
Δ2

L2
0  

 2π+erf
L0
 πΔ  

exp-
L2
0

2Δ2  . (18)

  可以看出,当Δ/L0很小时,上式第二项可以忽

略,得到与双模分布相同的结果.为了更加直观地看

出Δ对临界温度的影响,下面给出数值计算结果.
设M1=TC

1/TNR
C ,M2=TC

2/TUR
C ,注意到(8)和

(9)两式,对M 随Δ及L0 的变化关系进行了计算,
得到了随机箱中相对论气体发生BEC的临界温度

与固定箱子中的临界温度的关系,见图1和图2.可
以看出,高斯分布下,无论是在非相对论极限还是极

端相对论极限下,L0为一定值时,M 随Δ的减小而

增大,也就是说,对于一定的L0,Δ 越小,TC 越接

近于TR
C,淬致无序的程度随Δ的减小而减小.当Δ

→0时,M →1.当Δ为一定值时,M 随L0的增大

而增大.当L0 无限大时,即箱子的体积无限大时,

TC趋于TR
C.通过(8)和(9)式还可以看出,相同情

况下,随机边界对临界温度的影响在非相对论情况

下要比极端相对论情况更大一些.
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图1 M1随Δ及L0的变化关系(非相对论极限)

图2 M2随Δ及L0的变化关系(极端相对论极限)

  由上面的讨论可以看出,在三维空间中,对于高

斯分布,TC与TR
C的比值受L0、Δ的影响,但是,被

限制在随机箱中的相对论气体发生玻色-爱因斯坦

凝聚的临界温度总是低于固定箱子中的临界温度.

4 总  结

假设随机箱的边界满足均匀分布、双模分布和

高斯分布,分别研究了相对论性玻色气体的BEC临

界温度.我们计算了三维空间内箱子的边界分布三

种情况下的BEC临界温度,并与固定箱情况相比

较.得到结论如下:随机箱内的玻色气体BEC临界

温度与箱子边界所满足的分布函数有关,在非相对

论和极端相对论两种极限下,随机箱中的BEC临界

温度均比固定箱中的低.相对地,和极端相对论情况

相比,非相对论极限下的临界温度更低.
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