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【摘要】 对铜氧化物高温超导体的研究是凝聚态物理中最重要的问题之一.理论研究上的困难在于铜氧化物高温

超导材料中单占据条件所导致的强关联效应.铜氧化物高温超导材料可以用t-J 模型进行描述,而上述的单占据条

件则体现于t-J 模型中的Gutzwiller投影算符.重整化平均场理论(RMFT)是一种处理这类由Gutzwiller投影算符

所导致的强关联效应比较有效的方法.本文首先对铜氧化物高温超导材料进行简单的介绍.然后我们将重点介绍

Gutzwiller近似.最后我们会介绍重整化平均场理论,以及其在铜氧化物高温超导材料和其他一些强关联材料中的

应用.
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1 引  言

1986年 Muller和Bednorz发现了第一个铜氧

化物高温超导体La2-xBaxCuO4
[1],其超导转变温

度为30K.由于该材料在常温下的导电性能很差,
所以这一发现格外令人吃惊.另一个铜氧化物高温

超导材料YBa2Cu3O7-δ 也很快在次年被发现[2].它
的超导转变温度达到了93K 之高,远远高于当时其

他的所有超导材料,并成为当时唯一超过了液氮温

度(77K)的超导材料.这一系列的发现引起了人们

的广泛兴趣.而进一步的研究发现铜氧化物高温超

导体还表现出了很多奇异的性质,比如其超导相具

有d-波配对对称性,这与常规超导体的s-波对称

性不同;再如其母体材料具有反铁磁 Mott绝缘相,
而在欠掺杂区域存在赝能隙以及费米弧等现象.由
此,铜氧化物高温超导体的研究成为了凝聚态物理

中最重要的方向之一.
直至目前,人们已经发现了很多铜氧化物高温

超导材料,常压下的超导转变温度的记录达到了

133K[3].针对铜氧化物高温超导材料尽管已经有了

大量的研究,但是其超导形成机制仍然存在争议.目
前的主流观点认为铜氧化物高温超导体的超导配对

并非源于传统的BCS电声耦合,而是源于电子间的

强关联效应.为了处理在这类体系中的强关联效

应,人们在理论上提出了多种处理方法.本文将回顾

其中一种较为常用的理论处理方法,重整化平均场

(RMFT)方法.
本文的结构如下:在第2节中,我们将对铜氧化

物高温超导材料进行简要地介绍.在第3节中,我们

讨论与RMFT密切相关的近似,Gutzwiller近似.
在第4节中,我们简要地介绍RMFT的基本处理方

法以及一些主要结果.

2 铜氧化物高温超导材料简介

铜氧化物高温超导材料具有如图1所示的层状

结构,其低能物理主要由其中的CuO2 平面决定.在

CuO2 面上,铜原子形成了正方晶格,而两个最近邻

铜原子间有一个氧原子.从电子结构上看,其中涉及

到的电子轨道主要是铜的3d轨道和氧的2p轨道.
如图1(a)所示,由于铜氧八面体晶体场的作用,五
重简并的铜3d 轨道会劈裂为两重简并的eg 轨道和

三重简并的t2g 轨道.而由于铜氧八面体沿c轴方向

被拉长,eg 轨道进一步劈裂为3dx2-y2和3d3z2-r2轨

道.在未掺杂的母体材料中铜是+2价,其最外层的

3d 轨道上有9个电子.因此除铜3dx2-y2 轨道为半

填满外,其余四个轨道都全部填满了.而在母体材料

中氧为-2价,其最外层的2p轨道全部被填满.由
于氧的2px 轨道或2py 轨道与铜3dx2-y2 轨道之间

存在耦合 (见图1),因此在讨论铜氧化物高温超导

体的电子结构时,可以只关注铜3dx2-y2 轨道和相

应的氧2px 与2py 轨道.

图1 常见铜氧化物高温超导的层状结构与铜氧面轨道

  在以上对母体材料的分析中,除铜3dx2-y2 轨

道是半填满的外,其他轨道都是完全填满的.根据传

统的能带理论这种材料应为导体,但实验结果却显

示铜氧化物超导体的母体材料是非常好的绝缘体.
这一现象其实源于电子间的库仑相互作用.当一个

铜原子的3dx2-y2 轨道上同时占据两个电子时,它
们之间会有很强的库仑排斥能(通常记为 U).这导

致当铜原子的3dx2-y2 轨道上已占据一个电子时,

在此轨道上再加入一个电子所需的能量由3dx2-y2

轨道的能量d变为d+U (如图2(b)所示).在母
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体材料中,平均每个铜3dx2-y2 轨道上占据了一个

电子.当U 足够大时,这些电子将无法在不同的铜

3dx2-y2 轨道之间跃迁,从而导致其变成了一个绝

缘体.这类绝缘体又被称为 Mott绝缘体,而这一现

象正是强关联效应的重要体现.

图2 (a)铜氧化物高温超导材料的铜3d轨道示意图.
(b)在位库仑相互作用示意图

当对母体材料掺杂一定浓度的空穴后,其在低

温下会进入超导相,如图3所示.实验上发现,这一

超导相具有d-波对称性从而属于非常规超导体.
除了超导相外,掺杂后的铜氧化物超导材料还具有

赝能隙,费米弧等非常丰富的物理现象.目前主流的

观点认为,这样丰富的相图与母体材料中的强关联

效应有密切的关系.而从电子结构上看,由于氧2p
轨道的能量要高于铜3dx2-y2 轨道(见图2(b)),因

此掺入的空穴并非直接进入铜的3dx2-y2 轨道,而

是会先进入氧离子的2px 轨道和2py 轨道[4].因此

在考虑到在位库仑相互作用后,可以很自然的得到

所谓的三带Hubbard模型:

H =μd,σ∑
i,σ

d†
i,σdiσ +μp,σ∑

I,σ
p†

I,σpI,σ -

∑
<iJ>,σ

tdp
iJ(d†

i,σpJ,σ +h.c.)-

∑
<jk>,σ

tpp
IJ(p†

I,σpJ,σ +h.c.)+

Ud∑
i

d†
i,↑di,↑d†

i,↓di,↓ +

Up∑
I

p†
I,↑pI,↑p†

I,↓pI,↓, (1)

  这里为了方便起见,我们采用了空穴图像,上式

中的d† 和d 分别是铜3dx2-y2 轨道上空穴的产生

和湮灭算符,p† 和p 则分别是氧2p 轨道上空穴的

产生和湮灭算符.Ud 和Up 分别是铜3dx2-y2 轨道

和氧2p轨道的在位库仑排斥相互作用能.tdp 和tpp

则分别是相应轨道间的跃迁积分.

图3 高温超导相图(示意图)

但是三带Hubbard模型过于复杂,难以直接处

理.Anderson认为可以用只考虑铜3dx2-y2 轨道的

单带 Hubbard模型来描述铜氧化物高温超导材

料[5].而张富春和Rice也指出氧2p轨道上掺入的

空穴会与铜3dx2-y2 轨道上的空穴形成自旋单态的

束缚态,即著名的Zhang-Rice单态(ZRS)[6].在考

虑了ZRS后,张富春和Rice提出铜氧化物超导材

料的低能有效模型为t-J 模型,其哈密顿量为

Ht-J=-∑
<ij>,σ

tijPG(c†
i,σcj,σ +h.c.)PG +

J∑
<ij>

Si·Sj (2)

  这与单带 Hubbard模型在强耦合情况下的低

能有效理论基本相同.在这一模型中,只考虑铜格点

所形成的正方晶格,i,j为铜格点的指标,在理论上

通常将ci,σ 看作是一般意义上的电子湮灭算符,

S
→
=c†σ

→
c 为电子的自旋算符.PG=(1-n↑n↓)被称

为Gutzwiller投影算符,其作用是确保同一个格点

上最多只能占据一个电子,它也是t-J 模型中强关

联效应的主要来源.综上所述,t-J 模型中的t项描

述的是单占据电子的跃迁,而J项则描述最近邻电

子间自旋的反铁磁耦合.另外需要注意的是,由于

Zhang-Rice单态的存在,单带 Hubbard模型中的

在位库 仑 排 斥 相 互 作 用 能 U 应 是 双 占 据 态 与
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Zhang-Rice单态之间的能量差,而不是三带模型

中的真正的Cu轨道的在位库仑能.因此,铜氧化物

超导材料又被称为电荷转移型 Mott绝缘体.
从t-J 模型中的投影算符PG 可以看出,未掺杂

时单占据的电子无法跃迁,因此系统只剩下了自旋

自由度.此时t-J 模型退化成反铁磁 Heisenberg模

型.由于J>0,因此在低温下自旋形成反铁磁长程

序,这对应于相图3中的反铁磁相.但是,对于如何

用t-J 模型解释掺杂后的铜氧化物超导材料的超导

配对机制以及其中丰富的物理现象,目前仍然众说

纷纭.理论研究上的困难主要在于如何处理t-J 模

型中的Gutzwiller投影算符PG.在本文中,我们将

介绍一个可用于t-J 模型等类似模型的理论处理方

法———重整化平均场方法.这一方法主要分为两步,
第一步为Gutzwiller近似,即用一些因子来近似投

影算符 PG 的 效 果.这 些 近 似 的 因 子 也 被 称 为

Gutzwiller因 子,或 重 整 化 因 子.第 二 步 是 在

Gutzwiller近似的基础上,用标准的平均场方法进

行进一步的处理.重整化平均场理论,能够在定性上

解释铜氧化物高温超导体包括d-波对称性在内的

众多实验特征,甚至能够定量的解释铜氧化物高温

超导的一些相的性质.此外,重整化平均场方法也可

以被应用到除铜氧化物高温超导材料外,一些其他

的强关联体系中.因此它是一个非常常用的处理强

关联系统的方法.

3 Gutzwiller近似

如前所述,处理t-J 模型的主要困难在于其中

的Gutzwiller投影算符PG.它导致了希尔伯特空间

中的态在同一格点上不能同时占据两个电子.这种

态的波函数难以描述,因此很难利用各种常用手段

如变分法等进行研究.一个解决方案是,构造一族允

许双占据的试探波函数|ψ0>,然后利用PG 构造相

应的投影波函数|ψ>=PG|ψ0>.在这种情况下,某个

算符O
︿
的期望值可用<ψ|O

︿
|ψ>=<ψ0|PGO

︿
PG|ψ0>

计算.然而这种计算仍然非常困难,需要用到数值方

法如变分蒙特卡罗方法.为了解决这一问题,人们引

入了Gutzwiller近似.
当我们求算符O

︿
的期望值<O

︿>=<ψ|O
︿
|ψ>时,

我们总可以将其表示为O
︿

在未投影波函数|ψ0>下

的期望值<O
︿>0 乘以一个因子gO≡<O

︿>0/<O
︿>.这

个因子 gO 通常被称为 Gutzwiller因子,或者重整

化因子.但是gO 通常非常难以计算.而Gutzwiller
近似 就 是 用 来 计 算 gO 的 近 似 方 法.在 做 了

Gutzwiller近似后,我们有

<O
︿>≈gO<O

︿>0 (3)

  通过这种方法我们就可以移除投影算符PG.
Gutzwiller近似是处理由于强关联效应而受限的希

尔 伯 特 空 间 的 比 较 成 功 的 方 法.其 最 早 被

Gutzwiller引入,用于计算Hubbard模型在投影自

由费米气波函数下的变分能[7,8].此后这一方法在

重费米子体系中[9,10],以及氦3的研究中[11,12],都有

很成功的应用.需要注意的是对于不同的未投影波

函数|ψ>0,不同的算符O
︿,相应的 Gutzwiller因子

都可能不同.而计算Gutzwiller因子有多种不同的

近似方法,可参考文献[13-17].表1列出了几个有

代表性的结果.下面我们介绍一个比较简单的计算

方法,即张富春等人在文献[18]中所采用的希尔伯

特空间计数的方法.

表1 不同重整化方案下得到的重整化因子.需要注意的是这里我们预设了空间依赖,即含有位置指标i,j.xi,j 为i,j位点的

掺杂度;χij 及δij 为序参量.表中λFuk=1-4
χij

2+δij
2

(2-ni)(2-nj)
,事实上此方案不能直接得到重整化因子,而是直接给出动能项

和自旋交互作用项期望值,为了作横向比较,我们把它写成重整化因子的形式,这个结果我们取体系没有磁序及自旋单态配

对;此外λSig=
8(1-xixj)|χij|2+16|χij|4

(1-xi)(1-xj)
,γSig=

8xixj(|δij|2-|χij|2)+16(|δij|4+|χij|4)
(1-xi)(1-xj)

.

重整化因子 基于Gutzwiller的结果 Fukushima等人的结果[16] Sigrist等人的结果[15]

gij
t

4xixj

(xi+1)(xj+1)
λFuk

4xixj

(xi+1)(xj+1)
4xixj

(xi+1)(xj+1)+λSig

gij
s,XY

4
(xi+1)(xj+1)

4
(xi+1)(xj+1)

4
(xi+1)(xj+1)+γSig

gij
s,Z

4
(xi+1)(xj+1)

4
(xi+1)(xj+1)

4
(xi+1)(xj+1)+γSig
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  这一方法主要是通过计算具体的物理过程在投

影前以及投影后出现的概率来计算Gutzwiller因子

(可参考综述文章[8]).例如,我们考虑算符c†
i↑cj↑

(即t-J 模型中的动能项)对应的 Gutzwiller因子

gt,i↑,这个算符描述的是一个自旋向上的电子从格

点j跳跃到格点i的过程.在投影前的希尔伯特空间

中,其要求电子分布的初始构型在格点j上占据一

个自旋向上的电子而格点i上没有自旋向上的电

子,而最终构型为格点j上没有自旋向上的电子格

点i上占据一个自旋向上的电子,这对应图4中的

所有物理过程.如果忽略电子密度之间的关联,那么

这类构型出现的概率可以近似为

P0=[(1-n0
i↑)n0

j↑n0
i↑(1-n0

j↑)]1/2,
其中n0

iσ为投影前格点i上自旋为σ电子的占据数,
可以看作是自旋为σ的电子出现在这一格点上的概

率.上式中的1/2源于波函数对应的是几率幅而非

几率.
相应的,在投影后的希尔伯特空间中,由于不允

许双占据构型的存在,这一算符对应的物理过程只

有图4(a)中的过程,即初始构型在格点j上只有一

个自旋向上的电子格点i上没有电子,而最终构型

为格点j上没有电子格点i上只有一个自旋向上的

电子.那么这类构型出现的概率为

P=[nj↑(1-ni)ni↑(1-nj)]1/2, (4)

  这里的niσ为投影后格点i上自旋为σ 电子的

占据数,ni=ni↑+ni↓ 为格点i上电子的占据数.
以上两个概率的比值就给出了相应的Gutzwiller因

子gt,i↑的近似值,即

gt,i↑ ≈
P
P0

=
nj↑(1-ni)ni↑(1-nj)
(1-n0

i↑)n0
j↑n0

i↑(1-n0
j↑)





 




 1

/2

(5)

  为了推导niσ 与n0
iσ 的关系,我们假设|ψ0>具有

确定的粒子数.显然,投影波函数|ψ>必然具有相同

的粒子数.如果我们考虑的波函数对应于一个均匀

系统,这意味着ni=ni↑+ni↓=n0
i=n0

i↑+n0
i↓=1

-δ,这里的δ 是铜氧面内掺杂的空穴浓度.注意

到,niσ∝niσ
0(1-n0

i↓),我们可以得到[8]

niσ =niσ
0(1-ni-σ

0) n
n-2n0

i↑n0
i↓

(6)

  如果格点上不存在净磁矩,我们有ni↑=ni↓=
n0

i↑=n0
i↓=(1-δ)/2,由此可以得到Gutzwiller因

子gt

gt,i↑ =gt,i↓ =gt=
2δ
1+δ

(7)

图4 (a)自旋向上电子从位点j跳跃到位点i的过程,此时只允许单占据,对应于投影后的波函数.
(b)投影前的波函数中,除(a)外其他的自旋向上电子从位点j跳跃到位点i的过程.

  对于自旋算符Si·Sj 来说,其对应的物理过

程要求初始构型和最终构型在格点i和格点j上都

只能占据一个电子.因此,用以上方法可以很容易得

到在格点上没有净磁矩时,这一算符对应的重整化

因子为

gS =
4

(1+δ)2
(8)

  当掺杂浓度很小时,系统具有反铁磁长程序.我
们假设在A子格上有磁矩m,而在B子格上有磁矩

-m,于是我们有n0
A↑=n0

B↓=
n
2 +m,n0

A↓=n0
B↑

=
n
2-m.于是我们可以得到如下重整化因子

gt=
2δ(1-δ)
1-δ2+4m2

,gs =
4(1-δ)2

(1-δ2+4m2)2.
(9)

  但是上述因子所对应的平均场结果无法给出正

确的反铁磁相.MasaoOgata等人在考虑了更多的

细节,并经过较为繁琐的计算后,得到了更为复杂的

Gutzwiller因子的形式[19,20]

gXY
s =(

2(1-δ)
1-δ2+4m2

)2a-7

gZ
s =gXY

s
1

4m2+X2
[X2+4m2{1+

6X2(1-δ)2

1-δ2+4m2a-3}2]

gt=
2δ(1-δ)
1-δ2+4m2

(1+δ)2-4m2-2X2

(1+δ)2-4m2 a

(10)
其中,
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a=1+
4X

(1-δ2+4m2)2

X =2δ2(δ20-χ2
0)+8m2(χ2

0+δ20)+4(χ2
0+δ20)2

X2=2(χ2
0+δ20)

χ0与δ0为平均场(见下一节).基于这个形式的重整

化平均场理论的结果与变分蒙特卡洛模拟的结果吻

合的非常好[19].在针对其他具体的材料计算时,还
可以考虑引入更多的细节.例如,对于局域粒子数不

守恒,我们需要引入粒子逃逸率;通过引入参数α来

控制双占据的比例等等.这些处理原则上并没有偏

离上文介绍的思想,在此就不详细讨论了,有兴趣的

读者可以参考文献[17,21].

4 重整化平均场理论

t-J 模型的重整化平均场理论最早是由张富春等

人于1988年给出的[18].这一理论本质上是一个变分

方法.考虑一族投影波函数|ψ>=PG|ψ0>,利用

Gutzwiller近似我们可以得到这族波函数的变分能量

E=<ψ|Ht-J|ψ>≃

-gtt∑
<i,j>,σ

<c†
i,σcj,σ +c†

j,σci,σ>0+gSJ∑
<i,j>
<Si·Sj>0

(11)
其中gt=2δ/(1+δ),gs=4/(1+δ)2,<>0表示未投

影波函数|ψ0>下的期望值.接下来引入平均场

△0r ≡ <ci↑ci+r↓ -ci↓ci+r↑>0,χ0
r ≡∑

σ

<c†
iσci+rσ>0,

(12)

  这里r=x,y 分别对应于x方向和y方向的

键.我们只关心均匀的d-波超导情况,因此可以进

一步将平均场简化为

△0x =-△0y =△0  χ0
x =χ0

y =χ0 (13)

  在选择合适的规范后,△0和χ0可以都表示成

实数,于是我们有

E
N ≃-4gttχ0-

3gSJ
4 χ2

0-
3gSJ
4 △20 (14)

  接下来采用标准的平均场方法,我们可以得到

有效哈密顿量

Heff =-∑
<ij>σ

(gtt+
3gSJχ0

8
)(c†

iσcjσ +h.c.)-

3gSJδ0
8 ∑

i

(ci↑ci+x↓ -ci↓ci+x↑ -ci↑ci+y↓ +ci↓ci+y↑ +h.c.)-μ∑
iσ
c†

iσciσ, (15)

其中引入参数μ 是为了确保正确的粒子数.由此可

以得到投影前的波函数为BCS波函数

|ψ0>=∏
k

(uk +vkc†
k↑c†

-k↓)|0>, (16)

其中|0>表示真空.参数uk和vk满足

|uk|2=
1
2
(1+ζk

Ek
),|vk|2=

1
2
(1-ζk

Ek
),ukv*

k =
δk

2Ek
, (17)

  这里 Ek= ζk
2+δk

2,δk=
3gsJδ0
4

(coskx-

cosky),ζk=-(2gtt+
3gsJ
4 χ0)(coskx+cosky)-

μ.将以上波函数带入平均场的定义(式(12)),可以

得到自洽方程

△0=
1
L∑k (coskx -cosky)

δk

2Ek

χ0=-
1
L∑k (coskx +cosky)ζk

2Ek
(18)

以及粒子数约束条件

δ=
1
L∑k

ζk

Ek
(19)

其中δ为给定的掺杂浓度.另外需要注意的是以上

讨论的平均场都是在未投影波函数下的期望值.真
正的超导相的序参量δSC应是投影波函数下的期望

值.根据Gutzwiller近似,我们有

△SC ≃gtδ0. (20)

图5 RMFT计算得到的不同掺杂浓度时平均场△0(图

中的 △)以及超导序参量∇SC 的结果.这里取了t/J=

5.图取自文献[18]

图5中所示的是张富春等人计算的t/J=5的结
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果.这一结果与式(16)这类波函数的变分蒙特卡洛

的结果吻合得很好.此外,从图5中可以看出,虽然

平均场 △0随着掺杂浓度δ 的增加单调下降,但是

超导序参量有一个先升后降的过程,这与相图3中

Tc 的行为在定性上非常类似.而超导序参量最大的

位置所对应的掺杂浓度(与t/J 的参数相关)也与

最佳掺杂的掺杂浓度相差不大.因此,RMFT的结

果能够在定性上对铜氧化物超导体的超导相有一个

比较好的描述.
上述我们讨论的是最简单的情况,不存在磁性

长程序,空间均匀,而且只考虑了最近邻格点间的跃

迁.而在更复杂的情况下,需要对以上的计算进行推

广.例如,很多时候需要考虑次近邻跃迁项,即所谓

的 t-t'-J 模 型,为 此 需 要 引 入 对 应 t'项 的

Gutzwiller因子.另外在小掺杂情况中,系统中存在

反铁磁长程序,需要对以上的Gutzwiller因子进行

修改.在介绍Gutzwiller近似时我们给出了相应的

重整化因子(见式9).但是按照 RMFT的标准流

程,从这一组因子中我们无法得到正确地反铁磁相.
而Ogata与Himeda在考虑了更大的团簇中的物理

过程后,得到了更为复杂的 Gutzwiller因子(见式

10),并成功的得到了与变分蒙特卡洛结果基本一致

的RMFT结果19,20.此外,RMFT也可以用于研究

空间非均匀的情况,如条纹相,电荷密度波,多层材

料,杂质态等等.此时在做Gutzwiller近似时需要考

虑Gutzwiller投影算符的空间依赖[22,23].利用这种

方法研究的条纹相[23],多层铜氧化物材料[24],磁性

和非磁性杂质[25,26],非公度电荷序[27,28],无序[29],
以及涡旋的演化[30]等都与实验符合的较好.

RMFT还可以应用到其他一些模型上.例如从

单带Hubbard模型出发,在强耦合情况下,利用二

阶微扰理论可以得到如下有效哈密顿量

HHub =-∑
<i,j>σ

PG(tijc†
iσcjσ +h.c.)PG +

J∑
(i,j)
(Si·Sj -

1
4ninj)-

J
4 ∑j,r≠r',σPG(c†

j,-σcj,-σc†
j+τ,σcj+τ',σ +c†

j+τ,-σcj,-σc†
j,σcj,σ)PG.

(21)

  通常来说,人们都会忽视第二项中的ninj/4项

以及最后的三点跳跃项,从而得到t-J 模型.但是,

Edegger等人利用重整化平均场的方法考虑了这两

项的影响.他们推导了三点跳跃项的Gutzwiller因

子[17],然后计算了多个物理量并与实验结果进行了

比较[31].从图6中可以看到,在动量空间k=(π,0)
处的超导能隙的RMFT结果与Bi2212实验结果在

两倍缩放的情况下相符较好.偏差的原因来源于

RMFT忽略了长程关联和空穴移动的影响.此外他

们还计算了费米速度vF,并分别与LSCO[32],YB-
CO[33],Bi2212[34]等材料的实验结果进行了对比,发
现符合的很好(见图7).

图6 超导能隙△(虚线表示,左边刻度)及序参量Φ(实

线表示,右边刻度)的掺杂依赖(k=(π,0),t=300meV)

与Bi2212实验[35]的对照(刻度缩小1/2),图取自文献

[31]

图7 费米速度对掺杂依赖图,RMFT与实验的比对.
图取自文献[31]

除了铜氧化物超导材料外,重整化平均场理论

还可以用于其他的强关联体系.例如张富春等人用

RMFT对Gossamer超导体进行了研究[36].与铜氧

化物超导材料不同,Gossamer超导体中的 U要小

一些,因此允许存在部分的双占据情况.这种体系可

以用t-J-U 模型进行描述.由于允许部分的双占据

情况,因此与常规处理办法不同,在进行Gutzwiller
投影时,对双占据态仅进行部分投影,相应的投影算

符写为PG=(1-αni↑ni↓).用与前面类似的方
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法,就可以求得部分投影下的Gutzwiller因子.相应

的RMFT理论预测了在半填充的极限下随着U的

增大,体系会经历一个从Gossamer超导体到莫特

绝缘体的一级相变.而在掺杂后,他们的结果表明

Gossamer超 导 相 可 以 连 续 的 变 化 到 RVB 超 导

相[36,37].若再引入次近邻的跃迁项(即t-t'-J-U 模

型),RMFT的结果变化不大,这作为一个定性模型

能够较好描述层状有机超导材料的实验[38].相同的

方法也被应用到了其他的高温超导体系[39-41].
在t-J-U 模型基础上再加入最近邻格点间的库

仑相互作用项V,则变为t-J-U-V 模型,M.Abram
等用RMFT计算得到,随着V的增大,该体系更倾

向于电荷密度波的相,超导相受到压制[42].H.X.
Huang等人用 RMFT 研究了Shastry-Sutherland
格点和checkerboard格点的t-t'-J-J'模型,即计入

了次近邻的hopping和自旋相互作用的t-J 模型.
这是有阻挫的体系,会阻碍某些配对序的形成.通过

定义η=t'/t,作者得到了在体系的各种配对序与η
的依赖关系[43,44].如果在层状有机超导化合物中引

入各向异性,该体系则应该用t-t'-J-J'-U 模型描

述,随着U的增大,该体系同样会有从超导到莫特

绝缘体的转变,各向异性则影响了超导配对的对

称性[45].
以上的研究都是针对正方晶格的.随着石墨烯

的发现,人们对六角晶格体系产生了浓厚的兴趣.
Shih-JyeSun等人研究了Kane-Meleet-J 模型,作
为一个掺杂的量子自旋霍尔绝缘体,RMFT的结果

显示,当时间反演对称性保护时,会有无能隙的双手

性 Majorana边界态,而打破时间反演对称性,则变

到一个手征边界态[46].此外,还有人基于RMFT类

似的方法研究了最近热门的双层转角石墨烯[47,48].

5 总  结

在本文中,我们简要地介绍了Gutziller近似和

重整化平均场理论,以及它们在铜氧化物高温超导

体等强关联材料中的应用.这一方法的基本思想是

用一些Gutzwiller重整化因子来替代难以处理的

Gutzwiller投影,然后采用标准的平均场方法对模

型进行进一步的处理.这一方法本质上是一种变分

方法,其优势在于可以通过选择合适的变分态抓住

相当一部分重要的物理,特别是有序相的物理.而
且,这一方法具有比较清晰的物理图像.但是,此方

法也有一些缺点.由于本质上是变分方法,因此,对
于激发态以及不存在长程有序的态,重整化平均场

的处理效果较差.而且在计算重整化因子时,我们通

常会忽略一部分关联效应,这也导致这一方法对某

些实验现象的描述并不理想.相较于RMFT来说,
同样基于变分原理的张量网络数值计算方法可以获

得更为准确的结果.在张量网络方法中,人们考虑了

更为复杂也更为一般的变分波函数.为了处理这样

的波函数,人们发展了很多具体的手段.由于张量网

络方法超过了本文的范围,在此便不再赘述.
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